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Méthodes a retenir :

Si g anx" converge, alors le rayon de convergence R vérifie : R > |z|.

Si Zanw" diverge, alors le rayon de convergence R vérifie : R < |z|.

Pour déterminer le rayon de convergence, on peut appliquer la régle de d'Alembert vue pour les séries numériques, en
posant, pour z # 0 : ay, = |a,2"|, puis en discutant selon les valeurs de z.

Une fonction f DSE est paire (resp. impaire) si et seulement si le DSE de f ne contient que des puissances paires
(resp.impaires).

Pour trouver I'unique solutions DSE de I équation différentielle linéaire a(t)y’ + c(t)y = d(t), avec la condition initiael

y(to) = yo € R, lorsque a ne s’annule pas , a, b ¢ sont continues sur I intervalle,
+oo

— on suppose (analyse) qu'il existe 7 > 0 et (a,) € C" tels que y : t — Zant” est définie sur | — r, r[ et solution

n=0
de I'équation différentielle; puis on effectue des regroupements de coefficients et changements d’indices pour réécrire
+oo “+oo

cette équation sous la forme cht” = ZOt”; a I'aide de l'unicité du DSE, on en déduit que les ¢,, sont tous nuls,
n=0 n=0
ce qui permet de trouver une relation de récurrence permettant de préciser la suite (ay,).

— on vérifie alors (synthése) que pour de telles suites le rayon de convergence associé est effectivement strictement
positive.

Cette méthode fonctionne sur des équations différentielles d’ordre 2 ou plus, I'unicité de la solution d'un probléme de
Cauchy doit étre explicitement admise dans les énoncés.

I.

Appllcatlons directes du cours

|Exercice 1| |Exercice 4 | 2

Donner le rayon de convergence et la somme des séries Soit x €] — 1,1].
entiéres : £0
a 2m2" 1. Montrer que — = —1In(1 — x), et calculer
) que > — (1-)
n>0 —
+
b) Z(n +1)2"; i 1
n>1 'fL2” '
n=1
c) Z e "
x
n20 2. Montrer que an” = g et calculer
e = (1-2)
Développer en série entiére sur un voisinage de |'origine X n _
] — a,al, la fonction g : z — —— 2

: +o0 2
2
Exercice 3 | ik 3. Montrer que E nr" = & &

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la

n TP -2

série entiére E —_—
3n et calculer g —

n>1
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II. A savoir rédiger
Kk

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

Z ch(n) z"

n>1

%% CCP PSI

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

3n ., .
E x" puis calculer sa somme.
n+2

III. Exercices

Exercice 8 | i

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

n .
E a,z", avec a, = :

1 n 1 (—1)" si n pair
a) —~ib) =) ———d)y 1
vn ern!” 1+1nn o 517 impair
1) . _
e) (=) . ) €™, pour § € R fixé;

(2n+1)(2n + 3)

IV. Pour aller plus loin

Déterminer toutes les solutions développable en série en-
tiére sur un intervalle | — r, [, pour r > 0 de I'équation
différentielle :

dvy" +2y —y =0 (E)

avec la condition initiale y(0) = a et 4/(0) = b, pour
a,b € R fixés.
|Exercice 11 | &

1. Justifier que I'on a :
400 "
Vo € [0,1], In(1+2) =) (-1)"'—

n
n=1

2. Montrer que la série entiére

I.Qn—&—l x2n+2
2 (2n+1 - 2n+2>

n>0

converge simplement sur [0, 1].
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Exercice 7

Déterminer toutes les solutions développable en série en-
tiére sur un intervalle | — r, [, pour r > 0 de I'équation
différentielle :

y + 2%y =" (E)

avec la condition initiale y(0) = 1

Exercice 9 | 23

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la
(_1)n1.2n

série entiére de terme général ————.
8 2n(2n — 1)

3. calculer la somme S de cette série.

4. La convergence de la série de fonctions est-elle
uniforme sur [0,1] 7

|Exercice 12 | &

Trouver toutes les solutions développables en série en-
tiére sur un voisinage | — a, a[ de 0 de I'équation diffé-
rentielle :

&) 22y +y —y=0

|Exercice 13 | &
Soient ag = 1 et by = 1.

On définit deux suites (a,) et (b,) en posant : pour
tout n € N, a,1 = 2b, et b,11 = 3a,.
Déterminer les rayons de convergences et sommes des
séries Zanz” et Z b,2".

n>0 n>0

|[Exercice 14 | i

Trouver le rayon de convergence de la série entiére réelle
xdn ) ) )
E Bn) et sa somme en cherchant une équation dif-
n).
n>0
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férentielle du 3e ordre qu’elle vérifie.

On considére I'équation différentielle :
(B) xy’ +3y — 42’y = 0.
1. Si F est une solution de (E) développable en
série entiére sur un voisinage I =] — a,a[ de 0
(avec a > 0), on note (a,)neny € RY telle que
pour tout x € I :

—+oc0
F(zx) = E apx".

n=0 .
Déterminer une relation de récurrence vérifiée

par la suite (a,)nen.

2. Exprimer F(0) et F'(0) a I'aide des éléments de
la suite (a,)nen.

3. En déduire qu'il existe une unique solution F dé-
veloppable en série entiére au voisinage de 0 de
I'équation (E) qui vérifie F(0) = 1 et F'(0) = 0.

4. Quel est son rayon de convergence?

|Exercice 16 | v Mines-Ponts PC
+oo

Pour n € N*, on pose I,, = / e " dt
1

1. Déterminer la limite de ().
2. Donner un équivalent de (I,,).

3. Déterminer le rayon de convergence R de la série
entiére de terme général [,x". Etudier sa conver-
gence en R et en —R.

TD ch.14 Séries entiéres 3/6



Maths

Séries entiéres. PC
Mﬂpger Quimper

o" CPG E

Brizeux

|Exercice 17 | #&& %
Soient [ =] —1,1[ et f: 2 — (Arcsinz)®.

1. Rappeler le développement en série entiére de
Arcsin sur I, et justifier que f y est dévelop-
pable en série entiére.

2. Montrer que : Vo € I, (1 —2%)f'(2)* = 4f(x)

3. En dérivant, justifier que f est solution sur I de
I'équation différentielle : (E) (1—22)y"—xy’ = 2

4. On note (ay)nen les coefficients du DSE de f
sur I.

(a) montrer que :
Vn €N, (n+1)(n+ 2)an 2 — n*a, = 0.

(b) Calculer f(0), f'(0), f”(0) et en déduire

Qo, a1, a2.

(c) En déduire que :
22n72((n _ 1)|>2
n (2n —1)!

Vn € Nu Aon+1 = 07 Qop =

5. En déduire le développement en série entiére de
f sur I. Vérifier qu'il est constitué de puissances
paires.

|Exercice 18 | kX Série de Hadamard
Soient Zanz” et anz" deux séries entiéres de
rayons de convergence respectifs R et R’

1. Justifier que le rayon de convergence R” de
la série entiére Zanbnz” vérifie l'inégalité :
R// Z RR/

2. A I'aide des séries entiéres Z 22" et Z 22t
justifiez que l'inégalité peut &tre stricte.
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|[Exercice 19 | %
Soient Zanz” et anz” deux séries entiéres de

n>0 n>0
rayons de convergence respectifs R et I, justifier que :
1) s'il existe N € N tel que : Vn > N, |a,| < |b,],
alors R < R.

2) a) comparer R etR' lorsque a,, ~ by;
n—-+o0o

b) montrer que E apb,z" a un rayon de convergence
n>0
R tel que R” > RR';
c) montrer que le rayon de convergence de a’ 2" est
n>0

R3;
d) montrer que le rayon de convergence de E an 22"

n>0
est \/E ;

|Exercice 20 | % Mines-Ponts PC

n n
On pose ag =1, et Vn € N, a,,1 = Z (k) Ap— Ok

k=0
Calculer les a,, en utilisant la série entiére de terme gé-

a
néral —z".
n!

Déterminer toutes les fonctions f développables en série
entiére et solutions de I'équation différentielle :

2y (2) — y(z) = 0

Soit
arccos T

V1—22

1. Déterminer un intervalle I ouvert contenant O le
plus grand possible sur lequel f peut &tre définie.

fix—

2. Montrer que f est solution d'une équation diffé-
rentielle linéaire (E) d'ordre 1.

3. Déterminer les solutions développables en série
entiére de cette équation différentielle.

4. En déduire que f est développable en série en-
tiere au voisinage de 0 et préciser les coefficients
de son développement en série entiére.
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Exercice 23 Former le développement en série entiére de

1+2x

: —>
frx 1—2z
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Notes

L correction :
2 .
correction :

5 correction : A I'aide de la régle de d'Alembert pour des séries numériques

. a . a
10 eorrection : Am+1 = m ,Vm > 0, puis an = 0 Yn >0

(m+1)(m+2) nl(n + 1)1 -

Puisy:xHZ#il)' et r;c.v. R = +oo0.
oy FWE) s TWVE) (V)
G e

d’ot f” — f =0, on peut prendre z : z — Acos(v/z) + psin(y/x).
Sg = {z — ay(z) + Bz(x)}

12 correction : y(z) = C1 * sinh(sqrt(z) * sqrt(2)) + C2 * cosh(sqrt(zx) * sqrt(2))

13

correction :
14 correction :
15 correction :
16 correction :
n 1 “+oo ) “+oo ) “+oo e u 1 +00 o—u
a) TCD avec e < e ' b) CDV u = t", I, = — ul=™)/"e=tqy, et TCD / ul=m)/me=tqy, Ll ~——du donc I, ~ f/ ——du <)
1 u n Ji u

n.Jy
R =1 par d’Alembert, et la série diverge en 1. Le CSSA donne la convergence en —1.

n
20 correction : On pose b, = " R le RCV de anz”. Onaby=1et (n+1)bpt1 = Z bp— bk ;
n! k=0

Onaa0=a1=1, ag =2,a3 =6.etbg =b;y =by=b3 =1
bn, = 1 pour tout n est une suite qui convient donc c'est elle et a, = n!.

22 correction :

1. f définie sur ] —1,1[ et y est DSE comme produit de telles fonctions.
2. (22— +a2y—1=0

+oo
3. (a1 +1)+ Z(nan,l + (n+1ant1)z™ =0
n=1
_ _ _Cpt _ (29¢!)?
ap = f(0) =7/2 azp = @rph)? 35 a1 = —1 agq41 = —m

4. f est DSE sur ] — 1, 1] comme produit de telles fonctions!

23 correction :
< (2n)
fl@)=0Q+=x)(1 - x2)—1/2 =(1+=z) E W:pzn pour tout = €] — 1,1].
n:
n=0
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