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e Une colle sera du type d’un oral de CCINP, & savoir deux exercices :
— Le premier exercice doit contenir :
— Une question de cours ( un énoncé d’une définition, d’une propriété ou d’un théoréme ) ou une démonstration
qui sera signalée en gras dans le programme de colle.
Deux niveaux de démonstration : niveau (x) pour les groupes 2,3 et 5.
— Une application trés directe du cours :
— Un deuxiéme exercice portant sur une notion du programme de colle différente du premier exercice.
¢ Comment préparer une colle ? Il est indispensable de connaitre son cours, savoir refaire les exemples traités en cours
et les exercices mentionnés dans le programme de colle.

e Notation : Dés lors qu’il s’avére que le cours n’est pas su, la note sera obligatoirement inférieure a 8.
Ensuite, les points seront rajoutés suivant votre autonomie face aux exercices.

e Aprés la colle : Avant le jeudi de la semaine suivant votre colle, vous devez me rendre votre cahier de colle ot vous
rédigerez au moins un des deux exercices

1 Séries Numériques

Savoirs attendus :

1. Séries alternées : apprendre les méthodes pour reconnaitre une série alternée, savoir énoncer et appliquer le CSSA et le
signe et la majoration du reste, savoir utiliser le développement limité quand n — 400 du terme général lorsqu’il est
difficile de montrer la décroissance de (|un|)n ou que u, = (—1)"a, et a, contient du (—1)".

2. Formule de Stirling : connaitre bien sar la formule.

2 Polynomes d’endomorphismes et matriciels

1. Définition, régles de calculs.

2. Polynoéme Annulateur : définition, Soit A\ une valeur propre de u € .Z(E) associée & un vecteur propre z, P un
polynéme.
Alors P()\) est une valeur propre de P(u) associé au vecteur propre z. Si P est un polynéme annulateur
de u, alors
Spr(u) C{A € K/P(A) = 0}
3. Théoréme de Cayley Hamilton.
4. Déterminer puissances d’un endo. ou matrice a partir d’un polynéme annulateur.

5. Calcul de I'inverse d’une matrice A ou d’un endo u en la (ou le) présentant comme polynoéme matriciel de A ou polynome
de ’endo u

3 Réduction

Evidemment, les outils des deux chapitres précédents (éléments propres et polynomes d’endomorphismes et matriciels )
doivent étre maitrisés

1. Définition d’une somme d’une famille finie de sous espaces vectoriels, structure d’espace vectoriel.

2. Somme directe : définition et comment montrer qu'une somme est directe, ou qu’elle ne l'est pas, La somme de sous
espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est directe.

3. Sous espaces supplémentaires.

4. Cas ou F est de dimension finie : Caractérisation des sommes directes et de sous espaces supplémentaires par la dimension

5. Base d’un espace adaptée a une décomposition en somme directe ou & un sous espace vectoriel.
6. Diagonalisation :

(a) Deéfinition, énoncé du théoréme suivant :
Il y a équivalence entre les points suivants :



i. u est diagonalisable sur K
ii. E=Ex (u)®Ex,(u)®---®Ex,(u) ott (A1,---, ) sont les valeurs propres deux a deux distinctes de wu.
ili. n=dimEy, (u) + dimEx, (u) + - - - + dimE», (u).
iv. Xu est scindé sur K et VA € Sp(u),wy(A) = dimFE) (u)
(b) Si Sp(u)(resp : Si(A) est réduit au singleton {\}, u est diagonalisable ssi u = A\dg (resp : A= \I[,)

(¢c) 1. Si xu est scindé sur K et si toutes ses racines sont simples, alors u est diagonalisable sur K.Mais la

ii. Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n admettant n valeurs propres distinctes
est diagonalisable.

(d) Caractérisation de la diagonalisation par les polynémes annulateurs : connaitre les énoncés suivants :
i. Soit E un K-e.v de dimension finie et 4 un endomorphisme de FE.
u est diagonalisable sur K si et seulement si il annule un polynéme scindé sur K & racines simples.

P
ii. Démo * :u est diagonalisable sur K si et seulement si P :l:[l (X —Xi) ot (A1, ,\p) sont les valeurs

propres deux a deux distinctes de u est un polynéme annulateur de u.

4 Exercices a savoir refaire
()"

ne

Exercice 1. 1. Soit o € R, donner la nature de Z
n>1

(=D"
2. Nature de Z —_—
Synt+ (=N)yn

—1)"
3. Soit a € R, montrer que E In (1 + ( a) ) est une série alternée et donner sa nature.
n
n>1

Exercice 2. 1. (a) Rappeler I’énoncé du théoréme permettant de montrer que la série de terme général est conver-

(=D”
P

gente, ou p € N*.
1

(b) Rappeler I’énoncé du théoréme permettant d’écrire : Vn € N, |R,,| < e
n

(c) De quel signe est Ry, ?

(d) En écrivant % = fol tP~1 dt, montrer que :

xn

1
VneN,Rn:(—l)"“/ = dz
o 14+

2. Montrer que Z R,, est une série alternée convergente.
neN
“+ o0

3. Déterminer Z R,.

n=0

Exercice 3. Pour vous entrainer en calcul Pour chacune des matrices suivantes, dire si la matrice est diagonalisable et trouver
le polynéme annulateur unitaire de plus petit degré on utilisera la propriété : A est diagonalisable sur K si et seulement si

p
P :_I:I1 (X —Xi) ot (A1, , Ap) sont les valeurs propres deuzx & deuz distinctes de A est un polynéme annulateur de A
3 1 0
1. Ay = -3 0 1|.Rép:Xa (X)=(X—-1)3 Ei(A1) = Vect((1,-2,1), P = xa,.
1 0 0
1 0 1
2. A;= 0 1 1 |.Rép:Xa,(X)=X(X—1)(X—2), Eo(As) = Vect((1,—1,1)), E1(Az) = Vect((0,1,0)), E2(Az) =
-1 0 1
VeCt((_lv 1, 1))7 P = XAz
2 1 1
3. A3 = |1 2 1|.Rép: Xa,(X) = (X —4)(X — 1), E1(A3) = Vect((—1,1,0),(—1,0,1)), E4s(A3) = Vect((1,1,1),,
1 1 2
P=(X-4)(X-1).
0 0 4
4. As = 1 0 =8 |. Rép : Xa,(X) = (X — 1)(X — 2)2, E1(As) = Vect((4,—4,1)), E2(As) = Vect((2,-3,1)),
0 1 5
P =xa,



1 0
5. A5 = [0 1. Rép : Xa,(X) = (X +1)(X — 1), E_1(As) = Vect(1/2%a,—1,1), E_1(As) = Vect((1,0,0)),
0 0

= O Q

P = xa,.

Exercice 4. Soit n > 1et A € #,(R). Soit w € C
1. Montrer que si w est une valeur propre d’ordre de multiplicité m de A, alors @ est une valeur propre d’ordre de multiplicité
m de A

2. On suppose que A2+ A+ I, =0.
(a) A est-elle diagonalisable sur R ?
(b) A est-elle diagonalisable sur C?
(¢c) Montrer que n est pair.
3. On suppose que A% + A2 + A =0.
(a) Montrer que A est diagonalisable sur C.
(b) En déduire la forme du polynéme caractéristique de A.

(c) Montrer que le rang de A est pair.

Exercice 5. 1. Montrer que ® défini par ®(M) = M + tr(M)I, est un endomorphisme de M, (C)
2. Montrer que ® est diagonalisable sur C.
3. En déduire un polynéme annulateur de degré 2.
4. ® est-il bijectif ? Si oui, calculer &~ 1.



