Chapitre 10 : continuité des fonctions.

On rappelle que R désigne R U {—o00; +-0c0}. Dans la suite, les intervalles sont supposés ouverts et non vides,
c’est-a-dire de la forme a; b[ avec a < b des éléments de R.

1 Limites

1.1 Notion de Voisinage

e Un voisinage de xy € R est un intervalle ouvert qui contient z ;
e un voisinage de 400 est un intervalle de la forme |M; +oo[ (avec M € R);
e un voisinage de —oo est un intervalle de la forme | — co; M| (avec M € R).

On dit qu'une propriété est vérifiée au voisinage de zy € R sil existe un voisinage de xo dans lequel la
propriété est vérifiée. On dit alors que la propriété est locale (en (), par opposition aux propriétés globales
qui sont vraies partout.

Exemples :

a) 2 — 2 est négatif au voisinage de 0 car
b) % est inférieur & 0,01 au voisinage de 400 car

¢) sin n’est pas nulle au voisinage de 0 car

d) Vx € R, 22 > 0 c’est une propriété globale (donc c’est aussi une propriété locale partout).
Remarques :

— Le role de V est (comme toujours) crucial.
— Pour construire un voisinage de xy € R, il suffit de prendre

1.2 Limite (finie ou infinie) en z,

Soit I, un intervalle, f : I — R et soit zg € R un point de I ou une extrémité de I.
Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en zq lorsque :

On note alors lim f(z) = ¢ ou bien f(x) — .
T—xT( T—xT(

Remarque : on peut reformuler en termes de distance et de voisinage.
— Pour tout voisinage V de £ il existe un voisinage de xy envoyé dans V' ;
— on peut rendre f(x) aussi proche de £ qu’on veut en prenant z suffisamment proche de z.



Soit I un intervalle dont le réel zy est une borne ouverte, f : I — R.

— On dit que f a pour limite 400 en g lorsque :

On note alors lim f(z) = 400 ou f(z) — +o0.

T—T0o T—To

— On dit que f a pour limite —oo en zq lorsque :

On note alors lim f(z) = —o0.
T—xTo

f vérifie lim f(z) = 400 :

Tr—xQ

g vérifie lim g(z) = —oco :
T—T0

Exemples :

1. Montrons que z?2 —>2 4, c’est-a-dire que :
Tr—r

Soit € > 0. On veut rendre |22 — 4] inférieur a .

Ona:VzeR, |22 —4| = |z —2||z +2|; pour = €]1;3[ on a |22 — 4| < 5|z — 2.

Si on pose § = min(1, %) pour tout x qui vérifie [z — 2| < J on a |2? — 4| < 5 x % <e.

T+ 2
+ — 400, c’est-a-dire :

m r—3

2. Montrons que

3. Montrons que || n’a pas de limite en 2 :




1.3 Limites a gauche et a droite en z

Soit I, un intervalle et f : I — R. Soit zg € R un point de I ou une extrémité de I.

On dit que :
e f admet une limite & droite en zy quand la restriction de f & Jzo; +o00[ N I a une limite en x.

On la note alors lim+ f(z) ou encore wlLIgO f(z).

Ty T>T0

e f admet une limite & gauche en zy quand la restriction de f a ] — co; 29[ N I a une limite en .
On la note alors lim f(z) ou encore xlggclﬂ f(z).

T, z<x0

E les : i = ;o =
xemples : lim |z ] ; lim |z]

Proposition
Si z¢ est un point intérieur de I et que la fonction f a une limite en zg, alors f a des limites a gauche et a
droite en xg, elles coicindent et valent lim f(x).

T—>To

Soit zg € R et une fonction f qui admet des limites a gauche et & droite en zy mais qui n’est pas définie en
xg. Si les limites a gauche et a droite en xg coincident alors on dit que f admet cette limite commune comme
limite en z( et on la note lim f(x).

T—xTQ

1
Exemple : lim — = +o00
z—=0 2

1.4 Limite (finie ou infinie) en +oo
Remarque : pour simplifier, on va donner les définitions et les illustrations pour les limites en +oo.

Soit I un intervalle de la forme I =]a, +o0[ et soit f: I — R.

— Soit £ € R. On dit que f a pour limite ¢ en +oo lorsque :

On note alors xll}r_"l_loof(x) =(ou f(x) x_)_+>oo /.

— On dit que f a pour limite 400 en +o0 lorsque :

On note alors xkrfwf(x) = 400 ou f(x) x_:)w +00.

g vérifie wggloog(w) =+00:

e La limite de f(z) en + oo

est le réel £.

Pour tout réele > 0 il existe un réel A

a-partir duquelona: f(z) € [l — €0+ ¢[

y = { (en pointillés) est asymptote a Cr




1,2

1.

Exemple : Montrons que xkr}goo P =

2 Manipuler des limites

2.1 Premiéres propriétés sur les limites

Les propriétés qui suivent sont « de bon sens », ce qui ne vaut pas démonstration! Plusieurs d’entre elles sont
trés proches des résultats vus sur les suites, leurs démonstrations sont basées sur les mémes arguments mais
adaptés au contexte des fonctions, on les laisse en exercice.

Proposition -
Si une fonction admet une limite en a € R alors cette limite est unique.

Proposition B
Si f admet une limite finie en a € R alors f est bornée au voisinage de a.

Proposition
Soit I, un intervalle, f : I — R et z¢ € I.

Si f admet une limite en xo alors f(zg) = lim f(z).
T—T0

Démonstration

f est définie en zy puisque z¢ € I. Si lim f(z) existe alors cette limite est nécessairement finie. En effet,
T—xTo

l'image de tout voisinage de xg contient f(xg) et donc n’est pas contenu dans un voisinage de +o0o ou de —oco
qui ne contient pas f(xg).
Supposons donc que lim f(z) =¢€R.On a:

Tr—xo

Ve>0,30>0/Veel, |[x —xg| <0 = |f(z) — 4] <e.

Si £ # f(xp) on pose € = M et soit alors ¢ tel que, Vz € I, |z — 2| < § = |f(z) — ] < e.

Ceci est absurde pour x = xg : on obtient |f(xg) — ¢] < M.
On a donc bien lim f(z) = f(xo) |
Tr—rTo

Proposition (Caractérisation de la limite en o € R avec les limites a gauche et a droite)
e Cas o f est définie en z :

(mli_gclo flz)=1L¢€ R) = (Z = lim f(z)= lim f(z) = f(x0)>

+ —
IA)IO I*}ZL’O

e Cas ou f n’est pas définie en xg

<JE‘£O fx)y=te R) — (z = mlirgg f(z) = lim f(:v))

ZE—>I0




Remarque : le second point de la derniére proposition correspond & une reformulation de la généralisation de
la notion de limite au cas olt z9 € Dy qu’on a fait au paragraphe 1.3.

Proposition -
Soit f et g des fonctions qui admettent des limites en @ € R. On a :

= (lim f(z) < lim g(a:))

r—a r—a

En particulier :

Démonstration
On se limite & prouver le cas particulier (le cas général s’en déduit par soustraction).

Remarques :

a) attention, c¢’est faux avec des inégalités strictes. Un contre exemple :

b) On a, par contre, une « quasi-réciproque » avec des inégalités strictes :

2.2 Opérations sur les limites

La situation est, & nouveau, analogue au contexte des suites pour la somme, les combinaisons linéaires, le pro-
duit, le quotient de deux fonctions. En particulier, on a la méme liste de Formes Indéterminées (c’est-a-dire des
calculs qui n’ont pas de sens) :

? +o0
«Ko0—00%» ;3 «K=» ;3 «0xdooy» ; «——>» ; «1%»
0 +o00

Remarque : la encore, les démonstrations s’adaptent, on en fera une en TD.

Proposition (Composition des limites)
Soit a, b, ¢ des éléments de R.

Soit deux fonctions f : admettant une limite en a et g admettant une limite en b.
Si lim f(z) =bet lim g(x) = ¢, alors lim go f (z) =c.

r—a z—b r—=a
Démonstration

Soit V. un voisinage de c.

lim g(z) = ¢, il existe donc
z—b

lim f(x) = b, il existe donc
r—a

Finalement, Vo € Dyo5,




Une conséquence importante du résultat précédent :

Proposition -
Soit v € RN une suite dont la limite est £ € R et soit f une fonction ayant une limite en .

La suite (f(up))nen vérifie f(u,) WS 11315 f(x).

Remarques :
— c’est bien une conséquence de la composition des fonctions (en introduisant g : & — u|4)).

— Les limites de fonctions permettent donc de déduire des limites de suites. Réciproquement, peut-on se
servir de suites pour étudier les limites de fonctions ?

2.3 Reésultats permettant de prouver ’existence (ou I’absence) d’une limite

Théoréme (Caractérisation séquentielle des limites)
Soit f: Dy +RetacR.Ona:

(}13}1 flx)y=LeR telle que u,, T) a alors f(u,) — /
n—-—+0oo

n——+oo

Pour toute suite u d’éléments de Dy
) =

Remarque : Le résultat précédent sert dans les démonstrations; il est également utile en exercice pour prouver
I’absence de limite.

Exemple : nm — 400 et 2nm+ 5 — +oo. Or, sin(nm) — 0 et sin(2nm 4+ ) — 1 donc sin
n—4o0o n—-4o0o n—+4o0o n—-4oo

n’admet pas de limite en +o0.

Théoréme (de la limite monotone)
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |a; b avec a € RU {—o0} et b € RU {+00}.

Si f est croissante sur ]a; b[ alors :

° lim+ () existe. De plus, si f est minorée cette limite est finie ; sinon elle vaut —oo.
r—a

e Pour tout zy €]a;b[, les limites & gauche et & droite en z( existent et sont finies.
De plus, lim f(z) < f(zg) < lim+ f(x).

Cl?*)i}o I‘)IU

e lim f(x) existe. De plus, si f est majorée cette limite est finie; sinon elle vaut +oo.
r—b—

Remarque : Si f est décroissante alors — f est croissante ; on déduit ainsi un énoncé analogue pour les fonctions
décroissantes.

Proposition (Prouver une limite 4 ’aide de comparaisons)
— Soit f et g des fonctions telles que f < g au voisinage de a € R.

— Théoréme des gendarmes :




3 Continuité et Applications

3.1 Définitions

Soit I C R un intervalle et f une fonction définie sur I (sauf peut-étre en un point, mais alors c’est précisé).

Soit zp € I. On dit que f est continue en z( lorsque f admet une limite en xg.

D’aprés ce qu’on a vu précédemment, cette limite est alors finie et vaut f(xo).

Remarques :

a) Si on formule avec des quantificateurs, f est continue en xq si, et seulement si :

b) f est continue en zg si, et seulement si, la courbe de f n’admet pas de « trou » en xg.

Exemples : ci-dessous, f est continue en zq, g et h ne le sont pas.

Soit xg un élément de I. On dit que :
— f est continue & gauche en z( lorsque f admet une limite finie en x; qui vaut f(zo).

— [ est continue a droite en x( lorsque f admet une limite finie en xj qui vaut f(zo).
Exemples : ci-dessous, f est continue & gauche mais pas a droite en xg, g admet des limites & gauche et a

droite en zo mais n’est pas continue en xg, h admet des limites finies & gauche et & droite en xzg mais h n’est
pas définie en zg.

Soit g € I. Si f n’est pas définie en xg mais que f est continue & gauche et a droite en x( et que ces limites
coincident alors

De fagon analogue, si z¢ est une borne de I (mettons la borne inférieure), alors on peut prolonger f par
continuité en xg lorsque



Exemples : ci-dessous, f se prolonge par continuité en x en posant f(zg) = 2, g est définie sur |zg; +00[ et se
prolonge par continuité en zy, h ne se prolonge pas continuité en x.

Exercice 2
Soit f :x —

T Peut-on prolonger f sur R en une fonction continue ?

Réponse
La fonction f est définie

On dit que f est continue sur l’intervalle [ lorsque f est continue en tout point de I.

On note €°(I,R) I'ensemble des fonctions continues sur I.

Remarques :

a) La continuité en un point est une notion locale, on vient de la rendre globale en demandant qu’elle soit
localement vraie partout.

b) f est continue sur I si, et seulement si, le graphe de f se dessine sans lever le stylo de la feuille.

3.2 Prouver qu’une fonction est/n’est pas continue

Soit I C R un intervalle, f: I — R et 2y € I.

Méthode (Pour décider si f est continue en xg)
1. on étudie les limites de f & gauche et a droite en xg.
2. f est continue en xg si, et seulement si, trois conditions sont réunies :
i. les limites existent et sont finies;
ii. les limites coincident ;

iii. lim f(z)= lim+ f(x) = f(xo)

I—>I0 JI—)IO

Mise en ceuvre : exercices 1, 2 et 5.

Exercice r?six <0
Existe-t-il & € R tel que que la fonction f(x) = ¢ asiz =0 soit continue en 07
23 siz >0




Réponse
Représentons la courbe de f :

Proposition
Soit I, J C R deux intervalles.

i €°(I,R) est stable par combinaison linéaire :
ii €°(1,R) est stable par produit :

iii Soit zp € I, f, g des fonctions continues en xg. Si g(xo) # 0, i est continue en xg.
g

iv Si fe%°(I,J)et ge €°J,R) alors

Théoréme (Liste non-exhaustive de fonctions continues)
— les fonctions polynoémes sont continues sur R ;

exp, cos, sin, Arctan sont continues sur R
— T % est continue sur R™* et RT*;
— x + /7 est continue sur R ;
In est continue sur RT*;
— tan est continue sur les intervalles de la forme | — 5 4 km; § + kn[ (k € Z);

— Arccos et Arcsin sont continues sur [—1;1].

Méthode (Pour montrer que f est continue sur I)
On « déconstruit » f pour se ramener a des fonctions de références (qui sont continues, presque partout).
S’il y a des points ambigus, on les étudie spécifiquement avec les limites.

Mise en ceuvre : exercices 1, 2 et 5.

cos(x? + 3z + 1)

2
4 +1
sur R comme quotient et composée de fonctions continues.

Exemple : soit f(z) = . Pour tout x € R on a 22 +1 > 0 et donc f(x) est définie et continue

3.3 Image d’une suite convergente par une fonction continue

Les fonctions continues ont des propriétés qui découlent de ce qui a été vu sur les limites (par exemple : €°(I, R)
qui est un espace vectoriel). Une de ces propriétés est souvent utile :

Proposition



3.4 TVI et conséquences

Théoréme (Théoréme des Valeurs intermédiaires)
Soit [a;b] € R et f € %€°([a;b],R). Pour tout k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(z) = k

Démonstration
Supposons que f(a) < f(b) et soit k € [f(a); f(D)].

Mountrons que f(z) = k a une solution (au moins) dans [a; b] avec la méthode de la dichotomie.

o sif (“"+b" = k on a trouvé une solution a f(x)

)

Posons (ag; bo) = (a;b) ; puis pour tout n € N :
) =

o sif )

=k
f(%etba) < k on pose (an413bnt1) = ( ; )s
);

o si f(22Fb2) >k on pose (an41;bni1) = ( :

On suppose qu’on n’a jamais trouvé de solution a f(x) = k, les suites (an)nen €t (bn)nen ainsi construites
sont adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite 4.

Par construction, pour tout n € Non a f(a,) <k < f(by).

Par passage a la limite, la fonction f étant continue, on a f

() < ) et done f(£) =
Il est clair que ¢ € [a;b] donc on a bien trouvé une solution a f(x)

f(e
k dans [a; b].

k <

Remarque : le théoréme se généralise sans difficulté & un intervalle ayant une borne ouverte, on remplace alors
I'image de la borne par la limite correspondante (qui doit exister, c’est une hypothése supplémentaire.)

Exemples : a gauche, il existe 3 solutions a f(z) = 1 dans [a;b]. A droite, f est définie et continue sur ]a; +oc],

lim f(z) =4occet lim f(z)= 1. L’équation f(z) = k a donc au moins une solution dans ]a; +oo[ pour tout
z—at r—+00

ke

Exercice
Justifier qu’un polynéme de degré impair admet au moins une racine réelle. Que dire d’un polynéme de
degré pair ?

Réponse
Une fonction polynomiale P(z) est

10



Proposition (image d’un intervalle par une fonction continue)
— L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle, mais qui n’est pas nécessairement
de la méme nature.

— L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.

Exemples : ci-dessous, I'image d’un intervalle ouvert est ouvert, puis fermé; 'image d’un intervalle fermé est
un intervalle fermé.

Remarque : un intervalle fermé borné s’appelle aussi un segment.

Proposition
Une fonction continue sur un segment atteint ses bornes.

Remarque : c’est juste un reformulation de la proposition qui précéde (mais elle est utile).

Proposition (TVI amélioré)

Proposition
Soit I C R un intervalle, f : I — R, continue et strictement monotone. Alors :

i. f réalise une bijection de I sur f(I);
ii. f(I) est un intervalle de méme nature que I ;
iii. les bornes de f(I) sont les images des bornes de I ;

iv. la bijection réciproque f~1 est continue sur f(I), de méme stricte monotonie que f.

Exemple : soit la fonction f : z — e* + 2. f est continue et strictement croissante sur R et donc sur [0;1].

Elle réalise donc une bijection de [0; 1] vers [f(0); f(1)[= [1;1 + e[

4 Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes

Soit a € R, f une fonction définie au voisinage de a et qui prend ses valeurs dans C.

On dit que f admet pour limite le complexe ¢ quand x tend vers a lorsque :
On note alors :

(lim f(z) :f) =

Proposition
r—a

Soit zyg € Dy. On dit que f est continue en zy lorsque lim f(z) existe.
T—T0

11



Remarque : pourquoi, ne précise-t-on pas que la limite doit étre finie ?

On prolonge aux fonctions a valeurs complexes les limites a gauche et & droite, le prolongement par
continuité, la continuité sur un intervalle.

On dit que f est bornée au voisinage de x( lorsque :

Proposition
Si f est continue en z( alors

12
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